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Abstract 
Maire, F., Une note sur les contractions dans les polygones orthogonaux, Discrete Mathematics 111 
(1993) 3677371. 
We define a contraction for orthogonal polygons, and show that such a polygon can be transformed 
into a rectangle by a sequence of contractions. This result gives a new proof of the orthogonal art 
gallery theorem. We present also a property of the maximal rectangles contained in orthogonal 
polygons. 
1. Introduction 
Une etude des proprietes combinatoires des polyominos a et&. accomplie par Berge 
et al. [ 11. Dans cet article les auteurs posaient notamment des problemes sur le graphe 
d’intersection d’un polyomino; est ce que la simple connexite du polyomino implique 
la perfection du graphe associe ? A-t-on toujours pour un polyomino semiconvex 
p=cc? Shearer [S] a don& une reponse positive au premier probleme, et Gyori [2] 
a etabli un thtoreme de type mimax sur les intervalles qui demontre la deuxieme 
conjecture. Ici nous Ctudierons les suites croissantes par union des rectangles maxi- 
maux d’un polygone orthogonal. Mais avant, et independamment, nous revisiterons le 
probleme des gardiens de musee: Trouver un ensemble de points G dun domaine P du 
plan tel que tout point x du domaine soit visible d’au moins un point g de G, i.e. le 
segment [xg] est inclus dans P. Dans le cas qui nous interesse P est un polygone 
orthogonal. Differentes variations sur la surveillance dun domaine planaire sont 
prtsentees dans le livre de O’Rourke [4]. 
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Fig. 1. 
2. Rappels et definitions 
Un polygone orthogonal P est un polygone du plan carttsien dont les a&es sont 
verticales ou horizontales. Un sommet entrant (resp. sortant) est un sommet dont 
l’angle intlrieur au polygone vaut 3x/2 (resp. n/2). Quadrillons l’intkieur de P en 
prolongeant par un segment pointillk chaque segment de la frontike incident i un 
sommet entrant. Une paire de sommets sortants xy sera dite contractible vers le 
segment pointillk x’y’ ssi le rectangle xyy’x’ (xy, yy’ et X’X sont des segments de la 
frontike) est in&s dans P et ne rencontre que des segments pointillts paralliles d xx’. 
Voir I’exemple de la Fig. 1. Deux sommets x et y sont dits voisins ssi xy est un segment 
de la front&e de P. Le nombre de sommets de P sera not& n(P). 
3. RCsultats 
Lemme 3.1. Si n(P)>4 alors il existe au moins deux paires de sommets sortants 
contractibles disjointes, telles qu’aucun sommet d’une paire ne soit voisin d’un sommet de 
I’autre paire. 
Preuve. Soit xy une paire de sommets de P telle que le segment horizontal xy soit le 
plus haut possible. 
Cas 1: xy est contractible. Notons P’ le polygone obtenu en contractant xy. Si 
n( P’)= 4 alors on est dans la situation de la Fig. 2. Pour ces deux configurations, 
l’knonci: du lemme est v&if%. Si n( P’) > 4 par induction sur le nombre de sommets du 
polygone, il existe dans P’ deux paires de sommets ab et cd vtrifiant les hypothZses du 
lemme. Si x’ y’ est inclus dans un des segments ab ou bc, disons ab pour fixer les id&es, 
alors xy et bc conviennent, sinon ab et bc conviennent. 
Cas 2; xy est non contractible. Soit L la plus haute ligne horizontale sous xy 
contenant des segments pointillks ou front&es. 
Cas 2.1: Au niveau de L il existe un sommet sortant u sur la verticale qui passe par 
ax (m&me raisonnement pour y). Le segment xu est nkcessairement contractible, on 
conclut comme au cas 1 (voir Fig. 3). 
Cus 2.2: Complkmentaire du cas 2.1. La situation est celle de la Fig. 4: L’intersection 
de L et du segment de frontikre verticale incident 2 x (idem pour y) n’est pas un 
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sommet de P, mais un simple point note ul. L’intersection de L et P est une suite 
alter&e de segments pointillls et front&es (Uiri pointille, ZJiU;+ 1front&e). En fermant 
uiui on obtient un polygone Pi qui contient (on va le montrer) une paire de sommets 
aibi telle que {ai, bi}n{ui, Vi}=@. Les paires Urbl et azb2 satisferont la proprittt 
annoncee par le lemme. Si n( Pi) = 4, les deux auttes sommets de Pi forment la paire 
aibi. Sinon par induction Pi contient deux paires de sommets disjointes et non 
voisines. Au plus une de ces paires a une intersection non vide avec {Ui, Ui}. D’oti 
l’existence de Uibi. q 
Th6orGme 3.2. Si n est le nombre de sommets de P, et e le nombre de sommets entrants de 
P alors n=2e +4 (car une contraction elimine autunt de sommets sortants que de 
sommets entrants), et il existe une suite de Polygones PO = P, PI, . . . , P, = rectangle telle 
que Pi+ 1 soit obtenu a purtir de Pi par 1~ contraction dun segment xiyi vers un segment 
x;y;. 
Corollaire 3.3 (Kahn et al. [3]). L e nombre minimum de gurdiens nbcessuires a la 
suroeillunce d’un polygone orthogonal est inferieur ou &gal a [n/4]. 
Preuve. La preuve se fait par recurrence sur n(P). s’il existe un segment pointille ~‘y’ 
tel que x’ et y’ soient tow deux des sommets de P, alors P est la reunion de deux 
polygones orthogonaux Q et P\Q d’interieurs disjoints et de front&e commune x’y’, 
tels que n(Q)+n( P\Q)=n( P). Par induction sur le nombre de sommets [n(Q)/41 
(resp. [n( P\Q)/4]) gardiens suffisent pour surveiller Q (resp. P\Q), done [n(Q)/41 + 
[n( P\Q)/4] gardiens suffisent pour surveiller P, or [n(Q)/41 + [n( P\Q)/4] d [n( P)/4]. 
Dans la suite on supposera que les sommets de P sont en situation generale, c’est 
a dire qu’une seule extremite d’un segment pointille est un sommet de P. L’idte de la 
demonstration est de trouver une partition de P= QluQz (en le decoupant suivant les 
pointilk.. .) qui permette de combiner les equipes de gardiens de Q1 et Qz. Ce 
decoupage introduit des sommets supplementaires qui n’etaient pas dans P. Notons 
s leur nombre. On a n = n, + n2 - s. On exhibera des equipes de gardiens G 1 et G2 pour 
QI et Q2 avec e places de gardiens communes. Ce qui permettra d’economiser 
e gardiens pour P. D’ou une equipe GruG, de gardiens pour P de cardinal 
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g =gi +g2 - e. Pour montrer que 4g d n il suffira de verifier que 4e3 s. En effet 
49, bni, 49, <n, et 4e3s implique que 4(g, +g2-e)<n, +n,-s. Remarquons que 
pour un polygone en forme de peigne, il existe une solution qui consiste a placer un 
gardien suffisamment bas dans chaque dent et 4g=n pour ces configurations. Voir 
Fig. 5. Revenons au polygone orthogonal general reductible a un rectangle par une 
suite de contractions. Notons P/xiyi le polygone qui contient XiXl quand on coupe 
xlyi dans P. 
Cus 1: 11 existe des P/xiyf de la suite de contractions qui ne sont pas des peignes. 
Soit i l’indice le plus petit tel que P/x; yf ne soit pas un peigne. Notons C,, H,, H, et C, 
les segments residus de contractions anterieures (quand ils existent) incidents a xi ou yi 
avant la contraction de [xiyi]. Voir Fig. 6. D’apres la remarque sur les peignes P/C, 
est surveillable par [n( P/C,)/41 gardiens avec un gardien (dit libre) sur Xiyi et P/Hx 
avec un gardien libre sur xixf (idem pour H, et C,). Si un seul segment I parmi H,, H,, 
C,, C, resulte de contractions alors P/xly; est surveillable avec les gardiens de P/I. 
NotonsQ,=P/x;yletQ2=P\Q,.Alors4g,~n,-2et4g,dn2,orn=n,+n,-2dd’o~ 
4g d n. 11 nous reste a considerer les cas ou le nombre de segments (parmi H,, H,, C,, 
C,) resultant de contractions est egal a deux, car les sommets Ctant en position 
gentrale au plus un des segments H,, C, incidents a x est non vide (meme chose pour 
y). Les segments H, et H, ne peuvent pas &tre non vides simultanement car par 
hypothese P/x;y; n’est pas un peigne. Si H, et C, non vides on prend xi comme 
gardien commun a H, et C,. Si H, et C, non vides on prend yi comme gardien 
commun a H, et C, . Si C, et C, non vides on prend Xi comme gardien commun a C, et 
C,. Pour toutes ces configurations Qi = P/xjy,’ est surveillable par gi =n(Sx)/4+ 
n(S,,)/4- 1 gardiens (S, est un des segments H, ou C,). Done 49, Q n, -4. De plus 
4g2 Q n, et n = n1 + n2 - 2. D’ou 4g d n1 + n2 - 4 Q n. (On a suppose C, au dessus de xi, 
car on peut toujours se ramener a cette situation en modifiant l’ordre des 
contractions). 
Cas 2: Tous les P/Xiyi sont des peignes. Le dernier polygone Pk est un rectangle 
dont chaque sommet est incident a au plus un segment resultant de contractions. En 
discutant suivant le nombre de tels segments (de 1 a 4), on trouve facilement dans 
chaque cas une Cquipe de gardiens adequate. 0 
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Corollaire 3.4. I1 existe une permutation de l’ensemble des rectangles maximaux d’un 
polygone orthogonal croissante par union, i.e. aucun blt?ment de la suite n’est recouvert 
par l’union des Sments le prbcbdant. 
Preuve. Dtmonstration par rkcurrence sur le nombre de contractions nkcessaires 
pour transformer le polygone en rectangle. Supposons que le polygone ne soit pas un 
rectangle, il existe alors un paire xy de sommets sortants contractible. Les rectangles 
maximaux de P se divisent en deux classes; ceux qui ne rencontrent pas le rectangle 
xyy’x’ et les autres. Les premiers sont des rectangles maximaux de P\( P/x’y’), done il 
existe une suite croissante par union de la premiirre classe de rectangles maximaux de 
P. Ordonnons la seconde classe par longueur dkcroissante du cot6 des rectangles 
perpendiculaire i xy. La suite d’intervalles de XJ~ engendrke par les cot& des rectangles 
sur xy par cet ordre de la seconde classe est croissante par union, done la suite des 
traces des rectangles de cette classe sur le rectangle xyy’x’ est aussi croissante par 
union. Ainsi la concatknation des suites de la premikre et deuxiZme classes donne une 
permutation croissante par union de l’ensemble des rectangles maximaux de P. 0 
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